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دایرۀ  به شعاع  از نقطۀ  به زاویۀ  رؤیت می‌شود. اگر  مرکز دایره و  نقطۀ مماس خطی که از  می‌گذرد با دایره باشد،   1

مساحت مثلث  کدام است؟
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  چند درجه است؟ ، زاویۀ  در دایرۀ مقابل به قطر  داریم:  و     2CICA ∥ ONA I =Ĉ ۷۰∘
CNO

۲۷٫۵۳۰

۳۵۳۲٫۵

در دایره‌ای به شعاع  از نقطۀ  به فاصلۀ  از مرکز وتری به کدام طول نمی‌توان رسم کرد؟   3۵A۴

۱۰۷۶۵
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در شکل زیر، قطاع‌هایی با زاویۀ  درجه از سه دایرۀ هم‌مرکز نشان داده شده است. با توجه به اندازه‌های داده شده، مجموع مساحت   4
قسمت‌های هاشورخورده چند واحد مربع است؟
۳۰

۲٫۲۵π۲٫۷۵π
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  به درجه کدام است؟ در شکل زیر، شعاع دایره  واحد است. اندازۀ کمان    5۳EDC
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در دایره ی زیر،  مرکز دایره است. وتر  موازی با  و به اندازه ی نصف آن، رسم شده است. اگر از  مماسی بر دایره رسم کنیم،   6

، این مماس را با چه زاویه ای قطع می کند؟ امتداد وتر 

OCDABB

AC

۱۵∘۳۰∘

۴۵∘۶۰∘

، وتر  موازی قطر  رسم شده است، اندازۀ  کدام است؟ در دایره‌ای به قطر    7ABCDAB|A D− A C|Ĉ D̂
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در شکل زیر، اگر  باشد، حاصل  کدام است؟   8=BĈ ۷۰∘+Â D̂

۲۰۵∘۲۱۵∘
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C
D در شکل زیر، اگر  مرکز دایره،  و  باشد، اندازۀ کمان  کدام است؟   9OO C =D̂ ۴۰∘=AD
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در شکل مقابل  و کمان‌های  و  و  دارای طول‌های برابر هستند. اندازۀ  کدام است؟   10= ۴۰Ê
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۱۰∘۱۵∘

۲۰∘۲۵∘

 

P
A

B

C

D

  چند برابر کمان  است؟   زاویۀ  در شکل روبه‌رو    11=D̂
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۲
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در شکل مقابل  و مثلث  متساوی‌الساقین است، اندازۀ کمان  کدام است؟   12= ۳۲P̂
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در شکل روبه‌رو، زاویۀ بین دو مماس رسم‌شده از نقطۀ  بر دایره برابر  است. اگر   باشد، اندازۀ  کدام است؟   13M۶۰∘=CBT^ ۴۰∘
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در شکل مقابل  با شعاع دایره برابر است. اندازۀ زاویۀ  چقدر است؟   14MAM
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، اندازۀ  چند درجه است؟ در شکل مقابل،  و    15AB = BC=ABC^ ۴۰∘
BDC^
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مطابق شکل محیط دایره به  کمان مساوی تقسیم می‌شود و زاویۀ  زاویه‌ای است که محل برخورد دو وتر  و  است. زاویۀ    16
چند درجه است؟
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31°

دردایرۀ مقابل،  مرکز دایره،  است. اندازۀ کمان  کدام است؟   17O= , =Ê ۳۱∘
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در شکل زیر، مثلث  متساوی الساقین است  و ‌ مرکز دایره است. اندازۀ قاعدۀ  کدام   18
است؟

‌ABC‌BN = ۲ ،AN = ۷ ،(AB = AC)O‌BC

۴۴٫۸

۶۷٫۲

C

A BO

D

، اندازۀ  کدام است؟ در دایرۀ مقابل  ، و    19OB = ۴OA = ۹OC = ۵OD
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8 در شکل مقابل، اندازۀ  کدام است؟   20AE

۲۴

۱۲۱۶

 طول خط‌المرکزین دو دایره مماس درونی  سانتی متر و مساحت ناحیۀ محدود بین آنها  سانتی‌متر مربع است. شعاع دایرۀ کوچک تر، 21
چند سانتی‌متر است؟ 
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 طول خط‌المرکزین دو دایره به شعاع‌های  و  برابر  است، این دو دایره نسبت به هم چگونه‌اند؟ 22

مماس متخارج متقاطع متداخل

۵۸۴

سه دایره به شعاع‌های  و  و  مراکزشان روی یک خط راست و مطابق شکل بر هم مماس هستند. چند خط می‌توان رسم کرد که بر هر سه   23
دایره مماس باشد؟

صفر
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۱۳۵

۱

۲

دو دایرۀ  و  دارای یک مماس مشترک‌اند. اگر طول خط‌‌المرکزین این دو دایره  باشد، مقدار  کدام   24
است؟
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دو دایره به شعاع‌های  و  در نقطۀ  بر هم مماس خارج‌اند و خط  در نقاط  و  بر این دو دایره مماس رسم شده است. شعاع دایرۀ   25

محیطی مثلث  کدام است؟
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نزدیک‌ترین فاصلۀ نقاط دایرۀ   از نقاط دایرۀ   برابر  سانتی‌متر است. طول مماس مشترک داخلی دو دایره   26
کدام است؟
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O
′۴
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دو دایره  و  مماس خارج یکدیگرند. اگر طول خط‌المرکزین دو دایره  واحد افزایش یابد، طول مماس مشترک داخلی   27
آنها چقدر خواهد شد؟

C(O, ۲)( , ۸)C
′
O

′۴

۴ ۱۰
−−−

√۶ ۳
−−

√۱۰۴ ۶
−−

√

H

M

N

PO

کدام رابطه نادرست است؟   28

PM = PN

OH × HP = MH
۲

= PH × OPR
۲

OP × MN = ۲R × PM

در شکل زیر اگر قطر دو دایره کوچک برابر شعاع دایرۀ بزرگ باشد، مساحت ناحیۀ رنگی چه کسری از مساحت دایرۀ بزرگ است؟   29

۱
۳

۱
۲

۳
۸

۳
۴

 

در شکل مقابل شعاع دایره  واحد است. مساحت قسمت هاشورخورده چقدر است؟   30۴

۱۶۲۴

۲۸۳۲
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مطابق شکل، در مثلث  زاویۀ  برابر  درجه است داریم:   1

  

  2

 از نقطه‌ای درون دایره، وترهایی می‌توان رسم کرد که طول آنها بین وتر مینیمم و قطر باشد. طول وتر مینیمم در  را حساب می کنیم:   3

B
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بنابراین اندازۀ وتر مینیمم برابر  می‌باشد پس طول وتر در فاصلۀ زیر قرار دارد:

 طول وتر 
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  5

 مطابق فرض و شکل زیر، مثلث  متساوی‌الاضلاع است. داریم:

            ‌

  6

 از  به  و  وصل می کنیم، در این صورت مثلث  متساوی الاضلاع است )چرا؟( و در نتیجه  همچنین ثابت می شود  هم

. متساوی الاضلاع است و 

از آن جا که شعاع دایره، بر مماس رسم شده از یک نقطه ی واقع بر دایره، در آن نقطه عمود است، پس  و در نتیجه در مثلث 

Bداریم  که زاویه ی میان امتداد  و  است.
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می‌دانیم که کمان‌های بین دو وتر موازی با هم برابرند:   7
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‌در نتیجه با توجه به شکل داریم:
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برای تعیین مقدار زاویۀ  ، باید کمان  را به دست آوریم:   10
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C D E40°

 

(، داریم: ( و ) با حل دستگاه دو معادلۀ دومجهولی حاصل از معادلات )

  11

  ، برابر کمان  است. ‌در نتیجه زاویۀ 

  12
مطابق شکل و فرض سؤال داریم:
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P

1

32°32°

 متساوی‌الساقین 

با توجه به فرض داریم:   13
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⎭⎬⇒ = ۳۰Ô۲ ⇒ =BF

⌢

۳۰∘

O C محاطی= D̂ ۴۰∘ ⇒ =
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  داریم: برای زاویۀ 

  برابر است با:‌ در نتیجه زاویۀ ظلی 

‌

با توجه به شکل داریم:‌   14

 است، بنابراین:  زاویۀ خارجی مثلث  از طرفی 

‌
‌از طرف دیگر:

: بنابراین در مثلث 

  15

دایره به  قسمت تقسیم شده است پس اندازۀ کمان بین هر دو نقطه برابر است با:    16

بنابراین داریم:

  17

، زاویۀ خارجی  برابر است با: در مثلث 

A B
D
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O

17°

31°

21 48°

داریم:

  18
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۲۰۰∘

۲
۱۰۰∘

MA = OA ⇒ A C = = xÔ M̂

O BÂOAM

O B = x + x = ۲xÂ

OB = OA ⇒ O A = O B = ۲xB̂ Â

OAB

۲x + ۲x + = ⇒ ۴x = ⇒ x =۱۰۰∘ ۱۸۰∘ ۸۰∘ ۲۰∘

= = ⇒ ^ABCمحاطی= AC
⌢

۲
۴۰∘
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⌢

۸۰∘

AB = BC ⇒ = = =AB
⌢
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⌢ −۳۶۰∘ ۸۰∘

۲
۱۴۰∘

= x = = D̂محاطی=
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⌢

۲
۱۴۰ + ۸۰

۲
۱۱۰∘

۲۴=
۳۶۰∘

۲۴
۱۵∘
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⌢

۱۵∘ ۶۰∘
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⌢

۱۵∘

⇒ = = =M̂
−AD

⌢
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⌢

۲
−۶۰∘ ۱۵∘

۲
۲۲٫۵∘
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^

= + =O۲
^ Â Ê ۴۸∘

= ⇒ = ⇒ =Â
−BE

⌢
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⌢

۲
۱۷∘ −۴۸∘

CD
⌢

۲
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⌢

۱۴∘

AC ⇒ = = = , AC = AB =  قطر دایرۀ۹ AMC
^

محاطی

AC
⌢

۲
۱۸۰۰

۲
۹۰۰

: = , AB = AC ⇒ BM = MC =ABC

Δ

AMC
^ ۹۰۰ BC

۲
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طبق روابط طولی در دایره داریم:

طبق روابط طولی داریم:   20

  21

‌

چون  بنابراین  پس دو دایره متقاطع هستند.   22

فرض کنید مماس مشترک خارجی  خط‌المرکزین دایره‌ها را در  قطع کند، داریم:   23

O O O

M M M

S

R R R

اگر  بر دایرۀ کوچک‌تر هم مماس باشد خواهیم داشت:

  

 برابر شعاع دایرۀ کوچک‌تر یعنی  نیست پس خط مماس بر هر سه دایره وجود ندارد.

چون دو دایره یک مماس مشترک دارند پس مماس درونی‌اند و داریم:   24

  

  25

( را قطع کرده است. از آنجا که از هر نقطه خارج از دایره مطابق شکل، مماس مشترک داخلی دو دایره در نقطۀ  مماس مشترک خارجی )خط 
می‌توان دو مماس هم‌اندازه بر آن دایره رسم کرد، داریم:

 

‌در نتیجه  میانۀ ضلع  و نصف آن ضلع است، پس مثلث  در رأس  قائمه بوده و نقطۀ  مرکز دایرۀ محیطی آن است و شعاع دایرۀ محیطی برابر می‌شود با:

‌

: BN × BA = BM × BC ⇒ ۲ × ۹ = × BC = B = ۳۶ ⇒ BC = روابط طولی دایره۶
BC

۲
C

۲

OA × OB = OC × OD

⇒ ۹ × ۴ = ۵ × OD ⇒ OD = ۷٫۲

AD × AE = AF × AG = AB × AC

AD(AD + ۸) = ۶ × ۸ = ۴۸ ⇒ A + ۸AD − ۴۸ = ۰D
۲

(AD + ۱۲)(AD − ۴) = ۰ ⇒ AD = ۴ ⇒ AE = ۴ + ۸ = ۱۲

O = r − = ۳٫۵O
′

r
′

= −S هاشور S دایره بزرگ‌تر S دایره کوچک‌تر

۲۱π = π − π → ۲۱ = −r
۲

r
′۲

r
۲

r
′۲

→ ۲۱ = (r − )(r + ) → ۲۱ = ۳٫۵ × (r + )r
′

r
′

r
′

→ } → ۲ = ۲٫۵ → = ۱٫۲۵r + = ۶r′

r − = ۳٫۵r′
r

′
r

′

۸ − ۵ < ۴ < ۸ + ۵|R − | < d < R +R
′

R
′

MM
′

S

= ⇒ =
SO

SO
′

R

R
′

SO

SO − SO
′

R

R − R
′

⇒ = = ⇒ SO = ۲۰
SO

۸
۵

۵ − ۳
۵
۲

⇒ S = ۲۰ − (۵ + ۳ + ۳ + ۱) = ۸O
′′

MM
′

= ⇒ = ⇒ = ۲
SO

SO
′′

OM

O
′′
M

′′

۲۰
۸

۵

O
′′
M

′′
O

′′
M

′′

O
′′
M

′′۱

d = |R − | → |(۳a − ۱) − (a + ۵)| = ۳aطول مماس درونی R
′ → |۲a − ۶| = ۳a →

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

۲a − ۶ = ۳a → a = −۶ (غ‌ق‌ق)

۲a − ۶ = −۳a → ۵a = ۶ → a =
۶
۵

Md

{ ⇒ MA = MB = MC
MA = MB

MA = MC

AMBCABCAM

⇒ R = = ۲

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

R =
BC

۲

: BC = ۲ = ۲ = طول مماس مشترک خارجی۴ r ⋅ r′− −−−√ ۴ × ۳
− −−−−

√ ۳
−−

√

۴ ۳
−−

√

۲
۳
−−

√
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4
4

2A B

 

  27

‌

گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:   28

  و   این مطلب قابل اثبات است. ( مماس‌های رسم‌شده بر دایره از نقطۀ  برابرند. از هم‌نهشتی دو مثلث 

( داریم:

( این رابطه نادرست است و داریم:

)

شعاع دایرۀ بزرگ را  فرض می‌کنیم پس مساحت آن می‌شود:   29

قطر دایرۀ کوچک برابر شعاع دایرۀ بزرگ است  و مساحت آن می‌شود:

حال مساحت قسمت رنگی را به دست می‌آوریم:

چون دایره‌ بر مربع بزرگ‌تر مماس است پس قطر دایره برابر است با طول ضلع مربع بزرگ. همچنین قطر دایره برابر است با قطر مربع کوچک‌تر. داریم:   30

  مساحت مربع کوچک – مساحت مربع بزرگ = مساحت هاشورزده

d = O = ۱۰O
′

= = طول مماس مشترک داخلی۸ = −d
۲ (R + )R

′ ۲
− −−−−−−−−−−−

√ ۱۰۰ − (۲ + ۴)۲
− −−−−−−−−−−−

√

( )d = R + = ۲ + ۸ = ۱۰ ⇒ ( ) = طول اولیۀ خط‌‌ المرکزین۱۴ R
′

طول جدید خط‌‌ المرکزین d
′

= = = = طول مماس مشترک داخلی۴ − (R +d
′۲

R
′)۲

− −−−−−−−−−−−
√ − (۸ + ۲۱۴۲ )۲

− −−−−−−−−−−−
√ ۹۶

−−
√ ۶

−−
√

۱PPMOPNO

۲

= ⇒ ∼ ⇒ = ⇒ M = OH × PHĤ ۹۰∘
OMH

Δ
MHP

Δ

(زز)
OH

MH

MH

PH
H

۲

۳

= = ⇒ ∼ ⇒ =M̂ Ĥ ۹۰∘
PMH

Δ
OMP

Δ PM

OP

PH

PM

⇒ P = PH × OPM
۲

۴

= MH × OP = OM × MPS
OMP

Δ

۱
۲

۱
۲

⇒ MH × OP = OM × MP , MH =
MN

۲

⇒ × OP = R × MP ⇒ OP × MN = ۲R × MP
MN

۲
R

= πSکل R
۲

۲r = R ⇒ r =
R

۲

= π( =Sدایره کوچک
R

۲
)۲ πR۲

۴

= − = π − ۲ × =Sرنگی Sکل Sدایره کوچک R
۲ πR۲

۴
πR۲

۲

⇒ = =
Sرنگی

Sکل

πR۲

۲

πR۲

۱
۲

شعاع دایره = R ⇒ = ⇒ ۲R = a ⇒ a = ۲ × ۴ =  قطر دایره۸ ضلع مربع بزرگ

= ⇒ ۲R = ⇒ ۲ × ۴ = ⇒ =  قطر دایره۴ قطر مربع کوچکتر ۲
−−

√ a
′ ۲

−−
√ a

′
a

′ ۲
−−

√

= −a
۲

a
′۲

⇒ − = ۶۴ − ۳۲ = ۳۲۸۲ (۴ )۲
−−

√
۲
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